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ТРАЕКТОРИЯ ПЕРЕМЕЩЕНИЯ СПЕЦИАЛЬНО СПРОФИЛИРОВАННОГО  

ИНСТРУМЕНТА ПРИ МНОГОКООРДИНАТНОЙ ОБРАБОТКЕ ЗУБЬЕВ  

ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ КОЛЕС МЕТОДОМ КОПИРОВАНИЯ 

 
В статье представлены основные зависимости для определения параметров пространственной 

траекторию перемещения специально спрофилированного режущего инструмента, работающего по 

методу копирования, при обработке зубчатых венцов с пространственно-модифицированными зубьями. 

Приведенные в работе зависимости позволяют определить координаты узловых точек траектории 

перемещения режущего инструмента в процессе многокоординатной обработки пространственно-

модифицированных зубьев цилиндрических колес на станках с ЧПУ. Для специально спрофилированного 

инструмента получены зависимости по определению геометрии его режущей кромки в зависимости от 

геометрии боковой поверхности зубьев. Использование результатов работы в рамках пространствен-

ного подхода к решению вопросов формообразования зубчатых венцов с пространственно-

модифицированными зубьями на зубофрезерных операциях позволяет теоретически исследовать про-

цессы нарезания зубчатых венцов с целью повышения геометрической точности зубьев, назначения 

наиболее рациональных режимных параметров обработки для непрерывно изменяющихся условий реза-

ния или определения резервов в повышении производительности процесса нарезания модифицированных 

зубчатых венцов цилиндрических колес. 

Ключевые слова: модификация зубьев, метод копирования, траектория перемещения, режущий 

инструмент, профилирующая плоскость 
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THE TRAJECTORY OF MOVEMENT OF A SPECIALLY PROFILED TOOL DURING  

MULTI-COORDINATE MACHINING TEETH OF CYLINDRICAL WHEELS BY COPYING  

METHOD 
The article presents the main dependencies for determining the parameters of the spatial trajectory of movement 

of a specially profiled cutting tool, working by the copying technique, when processing gear rims with spatially 

modified teeth.. The dependences given in the work allow us to determine the coordinates of the nodal points of 

the trajectory of the cutting tool in the process of multi-coordinate processing of spatially modified teeth of cy-

lindrical wheels on CNC machines. For a specially profiled tool, dependences are obtained for determining the 

geometry of its cutting edge depending on the geometry of the lateral surface of the teeth. The use of the results 

of the work within the framework of a spatial approach to solving the problems of shaping gear rims with spa-

tially modified teeth in gear hobbing operations allows theoretically investigating the processes of cutting gear 

rims in order to increase the geometric accuracy of the teeth, the appointment of the most rational processing 

parameters for continuously changing cutting conditions or determination of reserves in increasing the produc-

tivity of the process of cutting modified gear rims of cylindrical wheels. 

Keywords: modification of teeth, copying method, displacement path, cutting tool, profiling plane 

 

1. Введение 

Зубчатые колеса являются одними из самых сложных и трудоемких в изготовле-

нии деталей машин, а вопросам повышения производительности и точности изготовле-

ния зубчатых венцов уделяется повышенное внимание. Широкое применение зубчатых 

передач обусловлено рядом их достоинств, в том числе высокой нагрузочной способ-

ностью и долговечностью. Для повышения нагрузочной способности и долговечности 

цилиндрических зубчатых передач зубья одного из звеньев подвергают модификации 

[1, 2], что достигается путем реализации пространственного зацепления между зубьями 

при обеспечении линейного характера их контактирования [3, 4]. При этом профили 
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зубьев модифицированного колеса в различных сечениях по их длине отличаются от 

эвольвентного профиля и друг от друга. 

Технологические способы формообразования цилиндрических колес с наруж-

ными зубьями с модифицированной боковой поверхностью представлены в работе [5]. 

Применение универсального зуборезного оборудования и зуборезных станков с ЧПУ, 

наряду с использованием стандартного и специально спрофилированного режущего ин-

струмента позволяет получать зубчатые венцы с геометрией боковой поверхности зубьев 

приближенной к заданной пространственной [6, 7]. В процессе формообразования зубь-

ев методом копирования профиль режущей кромки инструмента воспроизводится в 

профилирующей плоскости режущего инструмента, а степень приближения геометрии 

реально нарезаемой боковой поверхности зубьев к теоретически рассчитанной будет 

зависеть от геометрии режущей кромки инструмента и от вида траектории его переме-

щения [8]. 

Обеспечение наиболее близкого приближения геометрических параметров боко-

вой поверхности нарезаемых зубьев к теоретически рассчитанным достигается при по-

становке и решении пространственных технологических задач формообразования зуб-

чатых венцов с пространственной модификацией зубьев методом копирования. 

Основным сдерживающим фактором для широкого применения пространствен-

ных зацеплений цилиндрических колес является отсутствие обобщенных расчетных 

методик для определения элементов технологического обеспечения изготовления зуб-

чатых венцов с пространственно-модифицированными зубьями, зацепления на основе 

которых способны компенсировать все погрешности изготовления и монтажа, а также 

перемещения, вызванные деформациями в процессе эксплуатации в результате дей-

ствия рабочей нагрузки [3, 4]. Задача разработки технологического обеспечения много-

координатной обработки зубчатых венцов с пространственно-модифицированными 

зубьями может быть решена путем определения взаимосвязи между функциональными 

свойствами зубчатых колес и зубчатых передач на их основе, характеристиками пере-

дач и технологическими воздействиями, которые необходимо осуществить для дости-

жения искомых функциональных свойств и характеристик [9]. Поэтому повышение экс-

плуатационных показателей зубчатых колес и передач на их основе за счет снижения вли-

яния погрешностей и деформаций на эксплуатационные параметры передач путем моди-

фикации боковой поверхности зубьев, исследование процессов формообразования зубча-

тых венцов с модифицированными зубьями и установление взаимосвязи между геометри-

ей боковой поверхности зубьев, геометрией режущей кромки инструмента и траекторией 

его перемещения является актуальной научной задачей. 

Цель работы: определение параметров траектории перемещения специально 

спрофилированного режущего инструмента при многокоординатной обработке про-

странственно-модифицированных зубьев цилиндрических колес методом копирования 

в зависимости от геометрии боковой поверхности зубьев и геометрии режущей кромки 

инструмента. 

 

2. Основное содержание и результаты работы 
В работе [10] представлены технологические способы формообразования зубьев 

методом копирования пальцевой и дисковой модульными фрезами. Разработаем для 

представленных способов методику определения параметров траектории перемещения 

специально спрофилированного режущего инструмента, при обработке зубчатых вен-

цов с комплексной пространственной модификацией зубьев [1, 3, 4]. Последователь-

ность выполнения расчетов по предлагаемой методике представлена на рис. 1. При 
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этом параметры траектории перемещения режущего инструмента определяются в зави-

симости от геометрии режущей кромки специально спрофилированного режущего ин-

струмента и геометрии боковой поверхности зубьев нарезаемого зубчатого венца. 

Методика определения пара-

метров траектории перемещения спе-

циально спрофилированного режуще-

го инструмента содержит несколько 

последовательно выполняемых этапов. 

В качестве исходных данных 

для определения параметров траекто-

рии перемещения режущего инстру-

мента, работающего по методу копи-

рования, является данные, полученные 

при выполнении аппроксимации гео-

метрии боковой поверхности зуба с 

пространственной модификацией 

сплайнами Безье [11]. 

Координаты точек простран-

ственной траектории перемещения 

режущего инструмента, на первом 

этапе, предварительно определяются 

исходя из максимального изменения 

толщины зуба и координаты по его 

высоте в сечении делительным цилин-

дром, в плоскостях симметрии и торца 

зубчатого венца: 

;

;

; 0,1,..., ,
2

пр н
тртрi

пр н
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пр w
трi

x x x i n
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         (1) 

где н
трx  и н

трy  - координаты 

точки принадлежащей плоскости сим-

метрии зубчатого венца; 

x  и y  - соответственно 

максимальные отклонения по толщине 

и по высоте зуба координат точек на 

боковой поверхности зуба в сечении 

делительным цилиндром; 

bw - ширина зубчатого венца; 

n – выбранное количество точек 

на траектории. 

Задаваясь количеством точек на 

траектории, например n=10, по зави-

симости (1) рассчитывается распреде-

ление координат точек пространствен-
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ТОЧЕК ТРАЕКТОРИИ ПЕРЕМЕЩЕНИЯ РИ

3. ПРЕДВАРИТЕЛЬНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
ПАРАМЕТРОВ ПРОФИЛИРУЮЩЕЙ ПЛОСКОСТИ

4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КООРДИНАТ ТОЧЕК 
ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ПРОФИЛИРУЮЩЕЙ ПЛОСКОСТИ 

С БОКОВОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ ЗУБА

5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ПЕРЕХОДА 
ОТ СИСТЕМЫ КООРДИНАТ ЗАГОТОВКИ 

К СИСТЕМЕ КООРДИНАТ РИ

1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ИСХОДНЫХ  ДАННЫХ

6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КООРДИНАТ ТОЧЕК НА БОКОВОЙ 
ПОВЕРХНОСТИ ЗУБА В СИСТЕМЕ КООРДИНАТ РИ

9. УТОЧНЕНИЕ КООРДИНАТ ТОЧЕК 
ТРАЕКТОРИИ ПЕРЕМЕЩЕНИЯ РИ

10. АППРОКСИМАЦИЯ КООРДИНАТ ТОЧЕК 
ТРАЕКТОРИИ ПЕРЕМЕЩЕНИЯ 

РИ СПЛАЙНОМ БЕЗЬЕ

11. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ 
ПРОФИЛИРУЮЩЕЙ ПЛОСКОСТИ

12. УТОЧНЕНИЕ КООРДИНАТЫ ТОЧЕК 
ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ПРОФИЛИРУЮЩЕЙ ПЛОСКОСТИ 

С БОКОВОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ ЗУБА

14. ОПРЕДЕЛЕНИЕ УТОЧНЕННЫХ КООРДИНАТ 
ТОЧЕК НА БОКОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ ЗУБА 

В СИСТЕМЕ КООРДИНАТ РИ

7. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЗНАЧЕНИЙ
РАДИАЛЬНОЙ КОРРЕКЦИИ РИ

15. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ НАРЕЗАЕМЫХ ЗУБЬЕВ

8. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЗНАЧЕНИЙ
ТАНГЕНЦИАЛЬНОЙ КОРРЕКЦИИ РИ
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ОТ СИСТЕМЫ КООРДИНАТ ЗАГОТОВКИ 
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Рисунок 1. Методика определения парамет-

ров пространственной траектории перемеще-

ния специально спрофилированного режуще-

го инструмента 
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ной траектории перемещения режущего инструмента. Соединив точки отрезками, по-

лучаем пространственную ломаную, которая предварительно определяет геометрию 

пространственной траектории перемещения режущего инструмента (рис. 2). 

Профиль режущего инструмента без искажения копируется в профилирующей 

плоскости [10], перпендикулярной траектории его перемещения. Координаты точек пе-

ресечения профилирующей плоскости с боковой поверхностью пространственно-

модифицированного зуба определяются решением системы уравнений: 
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где  1x    1z   - координаты точки пересечения профилирующей плоскости с 

боковой поверхностью пространственно-модифицированного зуба; 

  - параметр сплайна, описывающего геометрию боковой поверхности зубьев; 

, , ,pi pi pi piA B C D  - постоянные коэффициенты в уравнении профилирующей плос-

кости, проходящей через середину каждого отрезка траектории перемещения режущего 

инструмента определяются зависимостями: 

1 ,пр пр
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(3) 

Параметры перехода от системы координат шестерни к системе координат ре-

жущего инструмента определяются зависимостями [12]: 

arctan ;
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Параметры перехода (4), (5) от системы координат шестерни к системе коорди-

нат режущего инструмента определяются для каждой точки траектории его перемеще-

ния. 

Координаты точек пересечения профилирующей плоскости с боковой поверхно-

стью пространственно-модифицированного зуба, полученные в результате решения си-

стемы уравнений (2), приводятся к системе координат режущего инструмента, с учетом 

найденных углов x  и y  используя систему уравнений [12]: 

0 1 1 1

0 1 1

0 1 1 1

cos sin sin cos sin sin cos cos

sin sin ;

cos sin sin cos ;

sin cos sin cos cos sin cos sin

cos cos .

y x y x y срi y x срi y

срi x y

x x срi x срi x

y y x x y срi y срi y x

срi x y

x x y z z x

y

y y z z y

z x y z x y

z

       

 

   

       

 

     


 

    

      










      (6) 

Для всех точек по высоте зуба шестерни определяются: 
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- средние арифметические значения 
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- средние квадратичные отклонения 
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где m - количество сплайнов, вы-

бранное для описания геометрии боковой 

поверхности зуба шестерни по длине зуба 

[11]. 

Геометрия режущей кромки специ-

ально спрофилированного режущего ин-

струмента может быть аппроксимирована 

сплайнами Безье вида: 
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(9) 

где  - координаты i точки, принадлежащей режущей кромке специально 

спрофилированного  режущего инструмента; 

   -  координаты i опорной точки сплайна. 

 - i параметр сплайна. 

Для уточнения геометрии пространственной траектории вводятся значения ра-

диальной и тангенциальной коррекции положения режущего инструмента. 

Значение радиальной коррекции для специально спрофилированного режущего 

инструмента определяется решением системы уравнений (9) с учетом того, что коорди-

ната по высоте зуба шестерни изменяется на величину коррекции. А в левую часть си-

стемы уравнений (9) подставляются координаты точек, принадлежащих боковой по-

верхности зуба шестерни, приведенные к системе координат режущего инструмента по 

зависимостям (6): 
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         (10) 

Значение тангенциальной коррекции для специально спрофилированного ин-

струмента определяется по зависимости: 
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z, мм

y, мм

0 bw/2

y

 

а) 

z, мм

x, мм

0 bw/2

x

 

б

б) 

Рисунок 2. Предварительные результа-

ты расчета координат точек траектории 

перемещения инструмента: а – проек-

ция на плоскость yOz; б – проекция на 

плоскость xOz 
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где 00x  и 0nx  - отклонение толщины зуба для верхней и нижней точек про-

филя: 

0 0 0 .теор

i i ix x x                                                         (12) 

где 0

теор

ix  - координаты по толщине зуба, соответствующие теоретическим зна-

чениям толщины в граничных точках профиля зуба: 

     
3 2 2 3

0 00 1 2 01 3 1 3 1ср ср

i иi иi иi и иi иi и иi nx x x x x                           (13) 

где иi  - параметры сплайна 0и  и иn  для граничных точек кривой пересече-

ния боковой поверхности зуба с профилирующей плоскостью, которые определяются в 

результате решения системы уравнений: 

     

     

3 2 2 3

00 0 00 0 0 1 0 0 2 0 0

3 2 2 3

0 00 1 2 0

1 3 1 3 1 ;

1 3 1 3 1 .

ср ср

и и и и и и и и n ri

ср ср

n иn иn иn и иn иn и иn n ri

y y y y y k

y y y y y k

     

     

          


          

        (14) 

Координаты точек реально нарезаемой кривой профиля определяются в соответ-

ствии с системой уравнений: 

     

     

3 2 2 3

0 , 00 1 2 0

3 2 2 3

0 , 00 1 0 2 0

1 3 1 3 1 ,

1 3 1 3 1 .

нар ср ср

i j иi иi иi и иi иi и иi n tj

нар ср ср

i j иi иi иi и иi и и иi n rj

x x x x x k

y y y y y k

     

     

          


          

        (15) 

На втором этапе определяются уточненные координаты точек пространственной 

траектории перемещения режущего инструмента с учетом ранее найденных значений 

радиальной и тангенциальной коррекций положения режущего инструмента: 

;

;

.

тр пр

i трi ti

тр пр

i трi ri

тр пр

i трi

x x k

y y k

z z

 


  


 

                                                      (16) 

Аппроксимация координат точек пространственной траектории перемещения 

режущего инструмента осуществляется сплайном Безье третьего порядка [12]: 

     

     

     

3 2
2 3
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2 3
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3 2
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      (17) 

где , ,тр тр тр

i i ix y z  - координаты i точки траектории перемещения режущего ин-

струмента; 

0 0 0, ,тр тр трx y z  и , ,тр тр тр

n n nx y z  - координаты точек начала и конца траектории пере-

мещения режущего инструмента; 

1 , 1 , 1тр тр трx y z  и 2 , 2 , 2тр тр трx y z  - координаты опорных точек сплайна; 

тр

i  - i параметр сплайна. 

Уточняющие расчеты координат точек пересечения профилирующей плоскости 

с боковой поверхностью пространственно-модифицированного зуба выполняются с ис-

пользование системы уравнений (2) с учетом параметров плоскости, перпендикулярной 

пространственной кривой траектории перемещения режущего инструмента [12]. Пара-

метры перехода x  и y  от системы координат шестерни к системе координат режу-

щего инструмента рассчитываются с использованием зависимостей (4) и (5). После че-

го уточненные значения координат точек пересечения профилирующей плоскости с бо-
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ковой поверхностью пространственно-модифицированного зуба приводятся к системе 

координат режущего инструмента по зависимостям (6) и выполняется уточнение зави-

симостей, описывающих геометрию режущей кромки специально спрофилированного 

инструмента по зависимостям (9). 

Качество выполненных расчетов по определению параметров пространственной 

траектории перемещения режущего инструмента проверяется оценкой точности полу-

чения координат боковой поверхности пространственно-модифицированного зуба ше-

стерни. Для чего выполняется сравнение теоретических значений координат точек на 

боковой поверхности пространственно-модифицированного зубьев с координатами, 

которые будут получены при обработке в случае перемещении режущего инструмента 

относительно заготовки по рассчитанной траектории без учета деформаций элементов 

системы СПИД. 

3. Выводы 
Разработана методика определения параметров пространственной траектории 

перемещения специально спрофилированного режущего инструмента, работающего по 

методу копирования, при обработке зубчатых венцов с пространственно-

модифицированными зубьями. Реализация методики позволяет определять координаты 

узловых точек траектории перемещения режущего инструмента в процессе многокоор-

динатной обработки пространственно-модифицированных зубьев цилиндрических ко-

лес на станках с ЧПУ. Для специально спрофилированного инструмента получены за-

висимости по определению геометрии его режущей кромки в зависимости от геомет-

рии боковой поверхности зубьев. Результаты, полученные при разработке методики 

определения параметров траектории перемещения режущего инструмента, могут в 

дальнейшем быть использованы при расчетах, связанных с назначением режимных па-

раметров обработки. Применение предложенной методики по определению параметров 

пространственной траектории перемещения специально спрофилированного режущего 

инструмента позволяет повысить точность многокоординатного фрезерования зубча-

тых венцов за счет аналитического описания взаимосвязи геометрии боковой поверх-

ности пространственно-модифицированных зубьев, геометрии режущей кромки ин-

струмента и траектории перемещения режущего инструмента относительно заготовки. 
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